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無制限整数ナップサック問題をめぐる話題
飯 田 浩 志
概 要
本稿では,古 典的なO-1ナップサ ック問題の数ある拡張の一つである,無 制
限整数ナップサ ック問題 を取 り上げる.O-1ナップサ ック問題の拡張であるこ
とか ら,無 制限整数ナップサ ック問題 も容易 には解 き得ない問題である.し か
しその一方で,あ る特殊 な場合には多項式時間で解 ける ということも知 られて
いる.本 稿 では,こ の特殊 な場合に焦点 を当て,い くつかの話題を提供する.
キーワード:組合せ最適化;ナ ップサ ック問題;貧欲法;多項式アルゴリズム
1は じ め に
OR(数理計画)問題の中で もっとも直観的な例題は,「ナップザ ック問
題」である.制 約式が1つ,決 定変数が悉無条件,最 大化すべ き目的関
数がある.一 若林[6,P.32]
本稿 で は,0-1ナップサ ック問題(以 下KP)の 数 あ る拡張 の中か ら,無 制 限整
数 ナ ップサ ック問題(UnboundedKnapsackProblem,以下UKP)を 取 り上 げ,
い くつかの話題 を提供 す る.UKPは,次 の ように定式 化 される:
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・一曜 像 礁 働 ≦う;紛≧・(整数)・ブーL2・…・〃}・ (1)
ここに,nヶ の各添字ブ=1,2,_,〃がそれぞ れ一つ の項 に対応す る.係 数
の,oブはそれぞれ,項 ブの重量 と価値 を表す.ま た,zrは(Xl,x2,_,Xn)なる
n一ベクタであ り,解と呼ばれる.特 に,Σ雍1の乃,Σ雍1g乃それぞれを解xの
重量,価 値 と呼ぶことにする.今 後 は簡便 さの為,両 者をそれぞれ儂,碗 と
ベクタ表記することがある.解 ∬は,制 約条件 礁 ≦ゐを満たす時,可 能 と言
われる.我 々の 目的であるcxの最大化,こ れを実現する可能解 を最適解 と呼
ぶ.UKPは,KPにおける悉無条件 乃 ∈{0,1}を,乃は0以 上の整数なる制約
に拡張 し,各項の取 り得る個数に明示的な上限を設けない.
NemhauserとWolsey[5,p.433]に見 られる ように,通 常,UKPは 上記 の
ように最大化問題 として定式化 される.他 方,次 のように最小化問題 として定
式化されることもある:
・一郵 海 軸 凋 ≧・(整数),ノ=1,2,...,〃}・(2)
本稿 で は,両 者 ともに取 り扱 う.
一般性 を失 うこ と無 く,本 稿 で は,凡 て の係 数 の,6ブお よび重 量制 限bは 正
の整 数 と仮 定 す る.加 えて,al<a2<…<anお よびCl<C2<…<Cnも
仮 定 す る。 これ は,UKPに 固有 の性 質で あ る支 配 関係(dominancerelation)
か ら来 る.端 的 に言 え ば,砺 ≧砺 か つcブ≦Ckな らば,最 大 化 問 題(1)では
紛=0,最 小 化 問題(2)ではXk=0な る最 適解 が存 在す る.支 配関係 の詳細 に
つい ては,た とえばAndonovら[1]を参 照 されたい.さ らに,最 大化 問題(1)
につい て
C1/a1≦C2/α2≦… ≦C。/an
を,最小化問題(2)について
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C1/al≧C2/a2≧… ≧Cn/an (3)
を,そ れぞれ仮定する.つ まり,UKPの定式化 によらず,常 に項nが 最 も好
ま しいとする.最 大化問題(1)および最小化問題(2)それぞれの線形緩和問題
(乃の整数 性を除いた問題)を考 えれば,両 者 ともに(0,_,0,b/an)が最適解
となる.
このUKPに 関 しては,前 出の支配関係をはじめ,最 適解の周期性等,様 々
な性質が明らかになってはい るものの,NP困 難なKPの 拡張であるが故に
UKPもNP困 難であ り,一般 に容易 には解 き得ない.し かしなが ら,あ る特
殊な場合 に限れば,UKPは多項式時間で解けることが知 られている.こ のこと
についての先行研究としては,Magazineら[4],HuとLenard[2],Zukerman
ら[7]がある.以 下,2節 では,文 献[4,2]で議論 された,貧欲法の適用でき
る場合について;3節では,文 献[7]で議論 された,貧 欲法 とはまた別の多項
式時間解法の適用可能な場合について,そ れぞれ見てい く.
2貧 欲 法
Magazineら[4]は,等式制約下 の最小化問題(2),即ち
・一中 俵 働
恥 一∂;吻≧・(整数胆2・ ・…〃}
(4)
について,貧 欲法で解 き得る場合 を規定する必要十分条件を明らかにした.こ
こで,問 題(4)については,(3)に加えて,可 能解の存在を保証するために次も
仮定される
1=a1<の,2≦ ブ ≦ 〃・ (5)
貧欲法(グ リーディ法)と は,と りあえず 目先の ことだけを考 えるアルゴリズ
ムであり,一般に最適解 を与えない(た とえば,久 保 と松井[3,p.65]参照).
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問題(4)への貧欲法は,条 件(3)に鑑みれば,Cラ イクな疑似コー ドで以下のよ
うに書ける:
for(.グ=〃;ブ>1;ブ ー一){/*ブ=n,n-1,_,2*/
乃=tb/砺 」;/*項 ブ を 取 れ る だ け 取 る*/
う 一=砺 吻;
}
Xl=b;
returnx;
Magazineら[4]の示 した条件 につい て述べ る前 に,函 数 を二 つ定 義す る:
ひ とつ はFk(y)(1≦k≦n,O≦y≦b),伝 統 的 にナ ップサ ック函 数 と呼 ばれ
る もので ある.問 題(4)にお いて,最 初 のk種 類 の項 のみ選択 可,重 量制 限が
.yであ る(つ ま り,z=Fn(b));もうひ とつ は 轟(y).Fh(.y)と同 じ制約 の下,
前 出の貧欲 法 に よって得 られる解 の価 値 を表 す.こ こでは,Magazineら[4]
のそれ ではな く,且uとLenard[2]による,よ り洗練 された結果 を示 す.
定理(HuとLenard,1976).勝手 な正の整 数 ッと,あ る固定 されたkに つ いて
Hk(y)=、Fk(y)とす る.も しak+1>akで,pと δがak+1・Pak一δお よび
0≦ δ<akか ら決 まる整数 な らば,以 下 は同値 である.
(a')すべ て の 正 の 整 数 ッ に つ い てHk+1(.y)≦Hk(y),
(a)す べ て の 正 の 整 数 ッ に つ い てHk+1(y)=Fk+1(y),
(b)Hk+1(」Pak)=」Fk+1(Pak),
(c)Ck+1+Hk(δ)≦PCk.
上 の(a')は,Magazineら[4]の得 た結果 へ 且uとLenard[2]によっ て追加 さ
れ,そ の証明 を よ り簡素 な もの に した.
一 つ,(c)が重量 制限bを 含 まないこ とや(a)の記述 か らもす ぐ分 か るよ うに,
定理 の眼 目は,(c)を満 足 す る係 数oブ,のを持 つinstance(係数 に数値 が与 え ら
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れた具体例)な らば,∂の値 に関係 なく貧欲法で解けるということである.別
の見方をすれば,定 理は,∂の値 に依存 して貧欲法で解けたり解 けなかった り
するinstanceを拾わない.た とえば,次 のinstanceは(3),(5)を満たし且つ貧
欲法で解ける
ブ 123
砺' 149
cブ 236
わ 13
に もかか わ らず,c3+H2(3)=12≦9=「a3/a21c2なの で,定 理 の(c)を満
足 しない(無論 ㈲ も,H3(12)=12≦9=H2(12)で成立 しない).1
また,最 大 化 問題(1)に対 して も定理 は依 然 として成 立す るの で,2上で述べ
た こ とは,最 大化 問題(1)でも事情 は同 じであ る.た とえば次のinstanceでは,
貧欲 法 が最 適解(1,1)を与 え る ものの,定 理 の(c)はc2+Hl(1)=324=
「a2/ailCiで満 た され ない((a')も,H2(4)=324=・研(4)で不成立)
ブ 12
砺' 23
oブ 23
∂ 5
以上の点か ら,貧欲法で解 き得る凡てのinstanceを拾い上げるように定理 を
拡張することは,ひ とつ興味深い課題であろう.
1ついでに言 うと,(c)はh=1の時には常 に成立す る.な ぜな ら,ゐ=1の 時に
(c)は,a1=1とHl(0)=0からc2/a2≦c1/alに縮退 し,(3)に一致す るか らである.
2問題(4)で目的函数を異符号 にして最大化 問題 とした後,凡 ての 一cブをoブに書
き直し,特 にCl=0として項1に 対応す る変数Xlをスラック変数にすれば,最 大化
問題(1)を得る.文 献[4,2]では,係 数cブの符号 に制約は無いので,得 られた最大化
問題(1)に対 して も,定 理 は成立す る.た だ し,cブ=一Ciなる操作 を施 した関係で,
定理の(a')および(c)の不等号の向きが逆になる.
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3Zukermanらのアル ゴ リズム
本節では,最 小化問題(2)のみ取 り扱 う.最 近,Zukermanら[7]は,次の
条件が成立する時,最 小化問題(2)が,彼らの提案する多項式アルゴリズムで
解 けることを示 した.
c.タ+1≦Lay+1/Olタ」c.ノ,forブ=1,2,…,n-1(6)
この条 件が 成立す る とき,Xn≧Lb/an」なる最適解xが 存在 す る[7].一つ,
条件(6)は(3)を含意 す るこ とに注意 されたい.Zukermanらの多項 式ア ルゴ リ
ズ ムは,条 件(6)を再帰 的 に用 い る もの であ り,Cラ イクな疑似 コー ドで は以
下 の ようになろ う:
f・(ブ=1;ブ 〈n;ブ++)嫉=吻=0;/・clear〆,x*/
端=「b/an1;
for(ブ=n;ブ≧1;ブ ・ー一一){
乃=「b/の1;/*候 補(可 能 解)*/
if(cx<cx*)x"=x;
吻=Lb/砺 」;b-=の 賜;
if(b==0)break;/*exitlooP*/
}
returnx管;
(7)
要す るに,高 々n個 の候 補 の中か ら,最 も 目的函数値cxの 小 さい もの を選択
してい る.実 は条件(6)は,(7)で解 け る(2)のinstanceを規 定す るた めの 十分
条件 ではあ る ものの,必 要 条件 ではない.他 の十分条件 としては,trivialでは
あ るがanlb,即ちanがbを 割 り切 る場 合が,す ぐに思 いつ く.3
3a
nlbなるinstanceに対 して,(7)は唯一の候補(O,_,O,b/an)を出力す る(ブ=
〃でルー プ内部の処理 をした後,最 後 の 『bが0に等 しい』という条件に引っかかっ
て,ブ=nの ままループを抜ける).これが最適であることは,(3)から明 らか.
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その他 にも,n=2な る非常に単純な場合にではあるけれ ども,次 の条件が
成立する時に,解(0,「b/a21)が最適であることがいえる.
吾(b-・tb/a,」a,)≧ ⑰/a,1TLb/a,」)c,,(8)
ここで,右 辺 はc2で は置 き換 え られない.何 となれば,a21bの時 に成立 しな
くなって しまうか らであ る.一 応,証 明 してお こ う.
証 明.X2≦lb/a2]な る 可 能 解X=(X1,X2)に つ い て,∬1≧ 「(b-a2×2)/all
が 成 立 す る.こ の 時,
b-a2x2
CIX1十C2×21≧C1 十C2×2
al
≧舟 ∂一匿 ・・一 ・・〕∬・
≧舞 う一匿 σ・-C・〕Lb/a・」
一 舞(b-tb/a・ 」a,)+tb/a・」 ,≧ 「∂/a,1・,.
したがって,解(0,「b/a21)は最適 であ る. ■
例 をあげ る と,(6)にもanlbにも当て は ま らない次 のinstanceが,(8)によっ
て新 た に拾 われ る
ブ 12
砺 ● 46
`ブ 45
6 11
ブ 1 2
砺. 6 10
oブ 6 7
∂ 19
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しか し残 念 なが ら,条 件(8)は,解(0,「b/a21)が最 適 で あ るた めの必 要 条件
で はない.以 下の二 つ のinstance:前者 は(0,1)を,後者 は(O,2)をそれぞ れ
最 適解 に持 つ けれ ども,(8)でも拾 い切 れ ない
ブ 12
砺 ● 46
6ノ 46
∂ 5
ブ 1 2
砺ψ 6 10
oブ 6 9
∂ 18
ここで,n=2の 場合 に関する条件をさらに改良 して必要十分 にまで引き上
げることがで きれば,一 般の〃の場合への糸ロが見 えて くるのではないか と
も思える.し か し,n=2な る単純な場合を突き詰めても,一般の場合の条件
に思い至 ることは無いのか もしれない.た とえば,条 件 σ司 ∂の拡張 として,
次を考えてみる:
仮 説.
?
???
?
?
?
?
。
?
?
????
」
??
?
?
??
??
?
?
ー
??
と定義 す る.こ の時,d引 防 なるブがあ れば,当 該UKP(2)は(7>で解 け る.
確 か に,こ れ はn=2の 時 には正 しい.何 となれ ば,all(b-Lb/a2」a2)の時,
非 負 の整数 ρ を用 い てPal+tb/a2」a2=bと書 け る.こ の時,勝 手 な可 能解
x=(Xl,x2)につ いて
X・≧P+寄(Lb/a・ 」-X・)
であ る.し たが って,x2≦tb/a2」を満 たす可能解xに ついて,(3)から
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C・X・+C・X・≧PC・+号 σ・qう/a・」-X・)+C・X・
≧PC1+tb/a2」C2
が得 られる.よ って,x2≧tb/a21なる最適解xが 存在す る.し か しなが ら,
n=3で 早 くも破綻 す る.た とえば,次 が反例 であ る
ブ 1 2 3
砺' 1 8 12
oブ 1 6 9
∂ 16
いずれにせ よ,(7)を用いて多項式時間で解 き得 る最小化問題(2)のinstanceを
規定する必要十分条件 とは如何なるものか?こ ちらもまた,興 味深い課題で
あろうと思われる.
4お わ り に
以上,無 制限整数ナップサ ック問題が多項式時間で解 き得る特殊 な場合を規
定する条件について,未 解決の課題 を二つ掲げた.本 稿が,今 後の議論の緒 と
なれば幸いである.
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